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题 目      空中加油问题的模型与分析  

摘       要： 

本文通过建立了 3种简化的空中加油模型，并且先通过简单的理论分析给出

了一个 (ln )O n 的上界和
1( ln )

3ln 3
nΩ 的下界的结论，然后通过细致的分析我

们 给 出 了 紧 的 上 下 界 ， 即 作 战 距 离 和 出 动 飞 机 数 目 的 关 系 如 下

1( ln )
2n nr R n= = Θ 。同时我们还给出了当n →∞时两种模型的作战半径的渐

进等价性的关系。最后我们通过这些模型对于具体的问题给出了基地选址，最短

航线和最少飞机数等最佳作战方案。 

在本文第二章第二部分给出了问题 1的解答；问题 3对于比较小的 n在第二

章第三部分给出了解答；第三章和第四章对于问题 2 以及问题 3 中n →∞情况

下给出了解答；问题 4和问题 5的解答分别在第五章第一、二部分中给出。 
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第一章 背景简介 

最近的几次战争证明，空中加油技术的成功运用是战争取胜的重要因素之

一。它可以使作战飞机加大航程和作战半径，增加载弹量，延长留空时间，完

成它本来不能完成的任务。 

作战中空中加油任务的规划是比较复杂的问题，为了配合作战行动，应制

定周密的、最优的空中加油计划和空中加油方案。空中加油方案主要包括有加

油次数、加油时间、每次的加油量；加油机和受油机相互协同的方式；加油机

驻地分配、起飞时刻、降落机场等。由于实际的空中加油问题要考虑到如下一

些因素
[6][5]

： 

 受油机的燃料消耗情况 。如果补充过早，对受油机的航程增加不大；

补充过晚，出现异情况将难以处理。 

 加油机的燃油消耗情况。加油点的选择要考虑到加油机往返和自身的燃

油消耗，要保证完成任务后能够有足够的燃油返回机场降落。 

 加油次数。远距离作战时，需要多次空中加油，每个加油点都要合理安

排，这样既能获得必要的航程，又可以减少加油机的出动次数。 

 加油区域的限制。考虑到制空权，天气等多方面的因素，加油机能飞行

的空域有一定的限制。 

但为了给出优化的作战方案，我们需要给出一些简化的模型来求解。 

本文第二章根据不同的简化程度建立了三个模型（其中问题 1、2归类于模

型 1，问题 3归类于模型 2，问题 4、5归类于模型 3），并对n很小的时候，计

算了模型 1、2 的具体实例（即问题 1 和问题 3 一部分的解答）。第三章简单分

析了模型 1、2条件下的渐进性质，证明在渐进意义下两个模型的等价性。第四

章改进了第三章中关于模型 1、2渐进作战半径的上下界，得到了除了一个高阶

加数的紧的解，从而回答了问题 2 和问题 3 剩余的部分。第五章中对于模型 3

进行了更详细的分类，对其中第一类（问题 4 所属）利用前面结论得到了紧的

渐近解；对第二类问题的实例，即问题 5，根据前面的部分结果进行具体计算，

得到了较好的方案。 
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第二章 模型建立 

一． 模型和基本假设 

定义：主机的最大作战半径是指主机在 n 架辅机的协助下所能飞到的（并

安全返回）离基地 A的最远距离。 

首先我们对加油作战做如下一些基本假设： 

1. 主机（作战飞机）和辅机（加油机）的速度和单位时间的耗油量均

相同且为常数，油箱装满油后的最大航程均为 L(公里)。 

2. 辅机可以对主机加油，辅机之间也可以互相加油。 

3. 所有的飞机在完成任务后都要求返回基地。 

在上述基本假设下，从简单到复杂，我们考虑了如下 3 个模型来刻画空中

加油问题： 

模型 1：为了简化实际问题，在基本假设的基础上我们再增加如下的一些

假设： 

 假设飞机垂直起飞、垂直降落、空中转向、在地面或空中加油的耗

时均忽略不计。 

 每架飞机只起飞一次。 

 只有一个空军基地。 

对于这个模型，我们记主机的作战半径为 nr 。 

模型 2：扩展一下模型 1，在基本假设的基础上我们增加如下一些假设： 

 每架辅机可以多次上天 

 辅机从机场上空降落及在地面检修、加油、再起飞到机场上空的时
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间相当于飞行 /12L 的时间。 

 飞机第一次起飞、转向、在空中加油的耗时仍忽略不计。 

 只有一个空军基地。 

对于这个模型，我们记主机的作战半径为 nR 。 

模型 3：在模型 2 的基础上继续扩展。我们在基本假设的基础上增加如下

一些假设： 

 每架辅机可以多次上天。 

 辅机从机场上空降落及在地面检修、加油、再起飞到机场上空的时

间相当于飞行 /12L 的时间。 

 飞机第一次起飞、转向、在空中加油的耗时仍忽略不计。 

 有多个空军基地，辅机可以在任一基地待命，可多次起飞，且可在

任一基地降落。 

对于这个模型，我们设主机的作战半径为
*
nR 。 

 

二． 最优方案举例（模型 1） 

 n=1 的情况 

给定 1r 的作战方案为：由辅机和主机同时从基地起飞至
3
L
处，此时由

辅机将主机加满油从而剩下
1
3
的油恰好回到基地；而主机在装满油之后

向前再飞
3
L
，亦即飞至

2
3
L
时开始返回并恰好能够回到基地。由于由辅

机晚起飞而接主机回基地的方案跟该方法对称，不再单独考虑。因此容
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易看出此方案也为最优方案，故 1
2
3

r = 。图 2.1 详细描述了该作战方案
1
。 

 

 n=2 的情况 

作战方案见图 2.2，可得 2
5
6

r ≥ 。 

 

 n=3 的情况 

作战方案见图 2.3，可得 3
11
12

r ≥ 。 

                                                        
1 其中图的水平方向为时间方向，竖直方向为离开基地的距离，每条边箭头方向

表示飞机飞行方向，数对前项表示该批同时飞行飞机的数量，后项表示此段飞

行的距离，所有的边的斜率均为L或 L− ，即时间单位为飞行L所需时间；另

外图中并未区分主机和辅机，所示飞行距离最远的一家飞机即为主机；本文中

之后所用的图如未加说明同此例。 

1(1, )
2

1(2, )
3

 
2(1, )
3

1(2, )
3

1(1, )
2

1(1, )
3

图 2.2 2r 的作战方案示意图 

2(1, )
31(1, )

3
1(2, )
3

 

1(1, )
3

图 2.1 1r 的作战方案示意图 
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 n=4 的情况 

作战方案见图 2.4，可得 2 1r ≥ 。 

 

 

三． 最优方案举例（模型 2） 

 n=1 的情况 

给定 1R 的作战方案为: 由辅机和主机同时从基地起飞至
3
L
处，此时

由辅机将主机加满油从而剩下
1
3
的油恰好回到基地；主机向前飞行

2
L
然

后返回，而辅机回到基地后在
3
L
时间后再次出发并在飞行

3
L
时和主机相

1(1, )
3

 
1(1, )
3

7(1, )
12

1(1, )
2

1(1, )
4

 

5(1, )
12

1(2, )
4

 

1(3, )
4

 

图 2.3 3r 的作战方案示意图 

1(3, )
4

 
1(1, )
4

1(2, )
4

1(1, )
2

1(1, )
2

1(1, )
2

1(1, )
2

 

1(2, )
4

 

1(1, )
4

 
1(3, )
4

 

图 2.4 4r 的作战方案示意图 
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遇，主机油恰好用完；两机公用剩余的
1
3
的油回到基地。简单的分析可以

得到 1
5
6

R = 。该作战方案见图 2.5。 

 

 n=2 的情况 

作战方案见图 2.6，可得 2 1R ≥ 。 

 

 n=3 的情况 

作战方案见图 2.7，可得 3
11
10

R ≥ 。 

1(3, )
4

 
1(1, )
4

1(2, )
4

1(1, )
2

1(1, )
2

1(1, )
2

1(1, )
2

 

1(2, )
4

 

1(1, )
4

 
1(3, )
4

 

图 2.6 2R 的作战方案示意图 

1(1, )
2

1(2, )
3

 
2(1, )
3

1(2, )
3

1(1, )
2

1(1, )
3

图 2.5 1R 的作战方案示意图 
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 n=4 的情况 

作战方案见图 2.8，可得 4
109
90

R ≥ 。 

 

1(1, )
2

4(1, )
5

1(2, )
5

 

2(1, )
5

1(3, )
5

1(1, )
5

 
1(4, )
5

 

图 2.7 3R 的作战方案示意图（其中右侧未标记部分跟左侧完全对称） 

1(2, )
3

17(1, )
45

14(2, )
45

 

1(1, )
3

4(1, )
5

 
1(1, )
5

 

1(3, )
5

 

1(4, )
5

 

1(1, )
2

1(1, )
2

图 2.8 4R 的作战方案示意图（其中右侧未标记部分跟左侧完全对称） 
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第三章 nr 和 nR 的简单渐近性质和等价性证明 

在上一章，我们给出模型 1 和模型 2 在n比较小的时候（ 1,2,3,4n = ）

的作战半径 nr 和 nR 的下界（即分别给出具体可行的作战方案）。下面我们首先

给出模型 1 在 n →∞ 时 nr 的下界 ln
3ln 3

L n⎛ ⎞Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

和模型 2 nR 的上界

( ln )O L n ，根据两种模型定义之间的直接关系可知得到的界对另一个模型同

样成立。然后我们将证明对于模型 1和模型 2，当n →∞时的作战半径的渐进

系数也相等。（在下一章，我们将会把上下界前面的系数也改进至匹配，也就是

给出紧的 nr 和 nR 的界） 

一. nr 和 nR 的简单下界 

为了得到 nr 的简单下界，我们只需给出对于n的作战方案的一个构造方

法。由模型 1、2 的定义可知该下界同样是 nR 的下界。 

定理 3.1  模型 1 的渐近飞行距离满足： ln
3ln 3n

Lr n⎛ ⎞= Ω⎜ ⎟
⎝ ⎠

。 

证明：我们用归纳法证明该结论。当 0n = 的时候显然成立。 

假设对于所有n小于N 的情况 ln
3ln 3n

Lr n≥ 均成立。 

当n N= 时，我们已知存在 / 3N 的辅机的作战方案S ，使得飞行距离不

小于 ( )ln / 3
3ln 3

L N 。我们构造对于N 的作战方案 'S 如下：对于作战方案S

中每次需要出发飞机时，我们在 / 3L 时刻前从基地出发两架飞机，并在飞到

/ 3L 的时刻将其中一架加满油而另一架返回基地；对于该作战方案中辅机需要

在基地降落的时刻，我们在 / 3L 时刻前从基地出发一架辅机并恰好能将那架飞
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机接回基地；对于所有飞过 / 3L 距离的 / 3N 架飞机令其模拟作战方案S 中的

行为。这样为了实现 'S 需要在 / 3L 处满油前进的飞机个数为 / 3N ，剩余用于

为这些飞机加油的辅机个数为：2 / 3N ，恰好为 / 3N 架飞机接送加油。 

这样很明显可以看出，我们用N 架辅机的作战半径至少为： 

ln ln
3ln 3 3 3 3ln 3N

L N L Lr N≥ + = ，证毕。□ 

 

二. nr 和 nR 的简单上界 

对于模型 2可以比较容易得到一个 ( ln )nR O L n= 的上界，同时由模型之

间的关系我们知道它直接隐含了 ( ln )nr O L n= 。 

定理 3.2  模型 2 的作战半径满足： ( ln )nR O L n= 。 

证明：这里我们用数学归纳法首先证明
1

n

n
i

LR
i=

≤∑ 。 

对于 1n = 的情况，很容易得到 1
5
6
LR L= < 。假设对于n k= 时上式成立，

即
1

k

k
i

LR
i=

≤∑ ；那么当 1n k= + 时，此时设与战斗机同时起飞的飞机共有 m

架(m n≤ )，此m架飞机中第一批返航的飞机有 j架，易知剩下的飞机一定都

是载满油。不然可以让这 j架飞机提前返航，剩下的飞机飞到这里时的载油数

量一定比现在多，因为这 j架飞机多飞这些距离的油可以节省下来。而这 j 架

飞机最多飞行
1
j L

m j+ +
的距离就需要返航（其实此时它们已经没有燃油，不

能返回基地，因为此处是求上界，所以放松了对返回基地的约束限制），剩下的

( 1 )m j+ − 飞机都是载满油的，由于从机场后起飞的飞机永远都追不上第一次

起飞的飞机，所以这些飞机和刚从机场起飞的情况一样，可以利用归纳假设他

们最多可再飞行 1m jR + − 的距离，所以总共飞行的距离 
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1 1 1m m j
jR R L

m j+ + −≤ +
+ +

。 

所以 

1

1
1

1

1

1

      

m j

m
i

m

i

L jR L
i m j

L
i

+ −

+
=

+

=

≤ +
+ +

≤

∑

∑
 

因此， 

1

1 1
1

m j

k m
i

LR R
i

+ −

+ +
=

= ≤ ∑ 。 

由此证得
1

n

n
i

LR
i=

≤∑ 。 

已知 Harmonic 数
1

1 ln
n

n
i

H n
i=

=∑ ∼ ，故得 ( )lnnR O L n= .□ 

由定理 3.1 和 3.2 直接可以得到如下两推论 

推论 3.3 (log )nr n= Θ 。 

推论 3.4 (log )nR n= Θ 。 

 

三. 模型 1、2渐近性质的等价性 

我们已经得到 nr 和 nR 的随n增长的阶都是 (log )nΘ 。下面我们将要证明

nR 与 nr 的渐近系数相等。 

定理 3.3  

1. 如果存在常数 1k ，使得 1 lnnr k n≤ ，则存在常数 1c ，满足 

1 1ln ln lnnR k n c n≤ +  

2. 如果存在常数 2k ，使得 2 lnnR k n≥ ，则存在常数 2c ，满足 

2 2ln ln lnnr k n c n≤ −  

证明：对于模型 2 中，如果有n架辅机，由推论 3.4 可知存在常数a 使得
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lnnR a n≤ 。因此全部飞机从出发到回到基地的总时间为2 2 lnnR a n≤ 。由于

每一架辅机在基地降落到重新起飞的时间间隔不小于 /12L ，故每架辅机起飞的

总次数不超过
24 lna n

L
。故所有辅机使用的机次之和不超过

24 lnan n
L

。因此，

假如考虑模型 1的情况，我们可以用不超过
24 lnan n

L
架的辅机来模拟模型 2的

战斗方案。 

如果存在常数 1k ，使得 1 lnnr k n≤ ，则存在常数 1c ,满足： 

24 ln 1 1

1 1

24 ln 24ln( ) (ln ln ln ln( ))

     k ln ln ln

n an n
L

an n aR r k k n n
L L

n c n

≤ ≤ ≤ + +

≤ +  。

 

类似的，假如对于模型 1中，如果有n架辅机，由推论 3.3 可知存在常数a

使得 lnnr a n≤ 。因此全部飞机从出发到回到基地的总时间为2 2 lnnr a n≤ 。现

在用模型 2来模拟，即飞回的飞机休整 /12L 时间仍可以重新出发，则每架辅机

起飞的总次数不超过
24 lna n

L
，故仍需要的辅机个数不小于

24 ln
nL
a n

。因此，

我们可以用不少于
24 ln

nL
a n

架的辅机来模拟模型 1的战斗方案。 

如果存在常数 2k ,使得 2 lnnR k n≥ ,则存在常数 2c ,满足： 

2 2
24 ln

1 1

24ln( ) (ln ln ln ln( ))
24 ln

     k ln ln ln

n nL
a n

nL ar R k k n n
a n L

n c n

≥ ≥ ≥ − −

≥ +  。

 

又因为 nr 不会大于 nR ，定理中的两个不等式实际上证明了 nR 与 nr 的渐近系

数相等。    □ 
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第四章 nr 和 nR 的最优渐近分析 

这一章在前一章定理 3.3 结论的基础上，严格的给出模型 1 和 2 下，当n趋

向无穷大时作战半径 nr 与 nR 的渐进趋势。为表述的方便起见，在本章的分析中，

假设每架飞机的载油量即飞行的最大距离是单位 1。 

一． 模型 1 中 nr 的上界 

本节证明在只允许单次起飞的模型 1 中，当有 n 架辅机时 nr 有上界

1
21 ln( 1)n+ + ，表示以下定理： 

定理 4.1  1
21 ln( 1)nr n≤ + + 。 

证明：假设主机最远可飞到 nr 处并返回，对于原点o到终点 nr 这段路程中

任一位置 x（ x代表这一点到原点的距离），用 ( )f x 代表在位置 x与 nr 中需要

消耗油的数量。考虑距离 x一个小量Δ处 ( )f x − Δ 的数值。因为 ( )f x 的油需

要经由 x − Δ处运到 x处，同时为了运送这些油，至少需要在 x − Δ与 x之间

( )f x 次发往返飞行（每架飞机至多能运送 1 单位的油量），至少消耗油量

( ) 2f x ⋅ Δ，所以 

 ( ) ( ) ( ) 2f x f x f x− Δ ≥ + ⋅ Δ   ( 4.1.1 ) 

将原点O与点 1nr − 之间N 等分，记
1nr

N
δ −
= ，根据( 4.1.1 )可得 

( 1 ) (2 1) ( 1)n nf r f rδ δ− − ≥ + − ， 

( 1 2 ) (2 1) ( 1 )n nf r f rδ δ δ− − ≥ + − −  

( 1 3 ) (2 1) ( 1 2 )n nf r f rδ δ δ− − ≥ + − −  

... 

(0) ( 1 ) (2 1) ( 1 ( 1) )n nf f r N f r Nδ δ δ= − − ≥ + − − +  
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上 面 N 个 不 等 式 两 端 都 是 正 数 ， 将 其 两 边 分 别 相 乘 ， 可 得

(0) (2 1) ( 1)N
nf f rδ≥ + − 。注意到 (0) 1f n≤ + ，且 ( 1) 1nf r − ≥ ，所以 

1

1 (2 1) (2 1)
nr

Nn δδ δ
−

+ ≥ + = +  

两端取对数并整理得 1 ln( 1)
ln(2 1)nr nδ

δ
≤ + +

+
，因为上式对任意 0δ > 成

立，且
0

1lim
ln(2 1) 2δ

δ
δ→

=
+

。所以 

1
21 ln( 1)nr n≤ + + 。 □ 

二． 模型 2 中 nR 的下界 

本节通过构造一种飞行方案改进 nR 的下界，具体表示为如下定理： 

定理 4.2 存在一个包含无穷多个正整数的集合M , 当辅机的数量n在 A

中趋于无穷大时， nR 与 1
2 ln n的比值无限趋近于 1。即 

1,
2

lim 1
ln

n

n M n

R
n∈ →∞
=    ( 4.2.1 ) 

证明：构造的飞行方案如图 4.1 所示 
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下面具体说明如何此飞行方案的构造方法。 取定一常数 1e > ，正整数m，

令
1

2
ed

e
−

= 。构造的主要思路是，考虑从出发点O起， 1m + 个长度为d 的

区间构成一长为 ( 1)m d+ 的直线段。在从原点起的第 i 个区间 1i iA A− 上

(1 1i m≤ ≤ + )，有
1m ie + −

架飞机在一起构成的机群 1iG − 不停地来回巡航。对任

意区间 1i iA A− 上巡航的机群 1iG − ( 2 i m≤ ≤ , 即除去两端的两个区间)，此飞行

方案要求： 

G(0) G(i-1) G(i)... ...

A1 A(i-1) A(i) A(i+1)O (A0)

1iG − 在 1iA− 和 iA 两点间不停地往返直线飞行。 当 1iG − 到达 iA 时，为恰好到达

iA 的机群 iG 的所有飞机加满油，然后 1iG − 返回向 1iA− 飞行， iG 向 1iA+ 飞行。

1iG − 可以到达 1iA− ，在到达 1iA− 时，恰好到达 1iA− 的机群 2iG − 为 1iG − 的所有飞

机加满油， 然后两个机群继续巡航。 因为
1 1 12m i m i m ie e d e+ − + − + −= + ，参数

,e d 的设置使得上面的要求可以满足。以O为一个端点的区间 0 1A A 上的机群

0G 同样满足上面要求，但是每次落地加油，由另一批可以起飞数量相等的机

群起飞作为新的 0G 。最后一个区间 1m mA A + 上的机群 mG 只有主机一架，它只

做一次 mA 到 1mA + 的往返，返回 mA 时由其前面区间上的辅机群 1mG − 为其加油

（并不加满，只要够主机飞到下一个节点，后面我们给出验证所有辅机也可以

飞到下一个节点 ），然后同辅机群一起飞到 1mA − 点，此时刚刚到达 1mA − 的辅

机群 2mG − ，为其前面区间上的所有辅机群加上刚好够达到下一个顶点的油量，

然后一同飞向 2mA − 。以此类推，最后所有飞机飞回出发点。因为对1 k m≤ ≤ ，

有 
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 1( ... 1)k k k ke d e e d e−+ + + + ≤  。 

所以上述方案可以使所有飞机飞回出发点。最后说明开始时的飞行方案。开始

时刻
21 ... me e e+ + + + 架飞机从出发点一同起飞（包括主机），飞到顶点 iA 时

（1 i m≤ ≤ ），由其中的
1m ie + −

架辅机将其余飞机加满油，然后这
1m ie + −

架辅机

组 成 机 群 1iG − 反 向 飞 行 ， 开 始 在 区 间 1i iA A− 上 的 巡 航 ， 其 余 的

... 1m i m ie e− −+ + + 架飞机继续向前飞行。 

因为对于1 i m≤ ≤ ，有 

2 1 1 1(1 ... )m i m i m ie e e d e d e− + − + − ++ + + + + ≤  

所以可以把所有机群包括主机送到相应得区间。 

下面分析在可以多次起飞的模型下，上面的方案一共需要多少架辅机。首

先在开始时刻共有
21 ... me e e+ + + + 架飞机起飞，除了机群 0G 外，其余的飞

机都只起飞一次。  由图 4.1 可知，地面上的飞机的起飞间隔是2d 的距离，由

于飞机着陆后的等待时间至少是 1
12 ，所以 1

12 2 2d⋅ + 批飞机群作为机群 0G 即可满

足条件。所以 

2 1 1
12 2

25 12 251 ... ( 2)
12( 1) 12( 1)

m m m
d

en e e e e e
e e

−
⋅

−
= + + + + + + = −

− −
 

这样可求出在上述方案下的作战半径 nL ： 

  
12( 1) 25 1( 1) (log ( ) 1)
25 12 12( 1) 2n e

e eL m d n
e e e
− −

= + = + +
− −

 (3.3.1) 

对于一个固定的任意常数 1e > ，当 m→∞时， n →∞ ,由(3.3.1)可知，

11 ln
2 ln

nL
e n
e e

→
−

，即 

1 ln
2 lnn
eL n
e e
−

≈    (4.2.2) 
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因为 1
21

1lim
2 lne

e
e e→

−
= ，所以

1
2 ln

nL
n
可无限趋向于 1。 

 上面的讨论并没有考虑每个机群的飞机的个数必须是整数的限制。下面说

明在这样的限制下，上述方案的作战半径 nL 依然可以满足 1
2 ln n的渐进关系。

记机群 iG 里飞机的个数是| |iG ，从方案可行性的证明中可以发现，只要满足 

1| | | |i iG e G− ≥   (4.2.3) 

对1 i m≤ ≤ 成立，上述方案即可实现。因为| | 1mG = ， 所以可以取| |iG 是整

数使得(4.2.3)满足， 且| | 1 ... m i
iG e e −≤ + + +  对0 i m≤ ≤ 成立。 

类似上面的分析，此时有 

2 1

21
12 2

2

2

  1 (1 ) ... (1 ... )
                                 ( 2)(1 ... )

25     ,
12( 1)

m

m
d

m

n e e e e
e e e

e
e

−

⋅

+

≤ + + + + + + + +

+ + + + + +

≤
−

 

作战半径为 

212( 1) 1( 1) (log 1)
25 2n e

e n eL m d
e

− −
= + ≥ −     (4.2.4) ； 

类似地，对于一个固定的常数 1e > ，当m→∞时，n →∞，由(4.2.4)可知，

11 ln
2 ln

nL
e n
e e

→
−

， 

即 

1 ln
2 lnn
eL n
e e
−

≈ 。 

所以当 1e→ 时，
1
2 ln

nL
n
可无限趋近于 1。 □ 
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三． 主要结论 

综合定理 3.3，定理 4.1 和定理 4.2，我们可以得到如下定理，也是本文最

重要的理论结果： 

定理 4.3.  当n趋向于无穷大时， nR 与 nr 满足 

1 1
2 2

lim lim 1
ln ln

n n

n n

R r
n n→∞ →∞
= = 。 
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第五章 模型 3 实例求解和渐进性质分析 

在第二章中我们所建立的模型三有两种不同类型： 

 模型 3.1：给定作战方向d 、辅机数量n和待建基地数量k ，求解在

基地选址最优情况下的最远作战半径。这里在事先说明k 的情况下我

们仍然用记号
*
nR 表示。 

 模型 3.2：给定作战方向d 、辅机数量n和已建好的k 个基地，求解

最优的作战半径。由于该问题比较复杂，我们只对一个具体的问题（问

题 5）加以求解。 

下面我们将对这两种不同问题分别求解。 

一． 问题 4 的求解和模型 3.1 的渐近性质分析。 

先来看问题 4：主机从 A基地向选定方向d 出发，要求主机回到并只能在

A 降落，另有 2 个待选址基地 1A , 2A （不失一般性我们假定距离满足

1 2AA AA≤ ）,共有n架辅机，可以从任一个基地出发和起落，每次降落到再

次起飞需要 12L 的时间，求解主机在d 方向飞出的最远距离
*
nR 。 

声明 4.1：在最优情况下， 1A , 2A 应选在d 方向上。 

这是因为如果 1A 不在指定方向上时，所有从 1A 出发的辅机到主机航线上

的加油位置所需要飞的距离一定大于将 1A 设在 1A 在d 上的投影点时辅机的飞

行距离。类似的讨论对 2A 也成立。因此 1A , 2A 的位置由它们到 A的距离唯一

确定。 

声明 4.2：
*

2n nR R AA≤ + 。 

因为将主机的飞行轨迹分成从 A到 2A 和从 2A 到
*
nR 两段，则第二段的最
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远距离不超过主机从 2A 起飞在n架辅机加油飞至的最远距离即 nR 。 

推论 4.3：
* 5 2n nR R L≤ +  

证明：首先假设 A有n架辅机，则其最远飞行距离为 nR L+ （加上L 是

因为主机可能飞到最终位置完全没有油，最多比 nR 多L的距离）。而从 1A 出发

的辅机要想将主机接住可以支持的最远距离不可能超过 nR 。从 1A 到 2A 的距离

类似可得，故 2 4 2nAA R L≤ + 。再由声明二可得。□ 

最后我们作如下假设： 1AA 和 1AA 的距离尽量大从而满足任一架辅机只

在其起飞的基地降落，即所有从 A出发的辅机都不能在 1A , 2A 降落（从 1A , 2A

起飞的辅机同样）。该假设的合理性在于，由声明二和前一章的结论，即 nR 与

飞机个数n呈对数增长趋势，故将飞机集中在 2A 或 1A 不利于飞行距离的增加。

因此我们可以考虑将飞机尽可能“均匀”的放置到三个基地从而最大化
*
nR 。 

设 A、 1A 、 2A 所配置的辅机的个数分别为 0n 、 1n 、 2n ，我们可以得到

以下的结论：
0 1 2 0 1 2

*
1 12 2n n n n n nR R R R+ + − −≥ + + 。如下图所示，作战计划如下：

首先由 0n 架飞机从 A将主机送到
0nR 处，然后由从 1A 起飞的 1 1n − 架飞机将主

机接到 1A 所在处，然后由 1A 剩余的一架飞机给主机加油使其在 1A 附近盘旋并

在大于 12L 的时间之后使其在 1A 正上方并加满油；同时其余的 1 1n − 加满油

起飞开始继续辅助主机向 2A 基地出发，用类似的方法使主机到达 2A 上方；然

后再从 2A 出发沿d 飞行
2 1nR − 距离。最后，对称的是主机最终回到起始基地。

这样飞行的最大距离恰为：
0 1 21 12 2n n nR R R− −+ + 。 
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下面，我们通过调整 0n 、 1n 、 2n 使得
*
nR 最优。这里我们利用上一章里得

到的关于 nR 的近似计算公式。为简化起见，我们近似地取
1 ln
2nR n≈ 。所以

我们所要求解的问题可以写成： 

( )0 1 2 0 1 2

0 1 2

0 1 2

1max   , , ln ln( 1) ln( 1)
2

s.t.    
        , , 0

f n n n n n n

n n n n
n n n

= + − + −

+ + =

≥

 

由于对数函数是凹函数，由 1n 和 2n 的对称性可知该问题的最优解满足

1 2n n= 。将其带入约束方程可得到： 0 12n n n= − ，则目标函数可以化成：

( ) ( )1 1
1 ln 2 2ln 1
2

f n n n= − + − 。故由

1 1

1 2' 0
2 1

f
n n n

= − + =
− −

条件可

以得到 1 2
2 1

5
nn n −

= = ， 0
2

5
nn +

= 。得到的最优结果为： 

( ) ( )1 5ln 2 2ln 2 6 ln 5
2 2

f n n= + + − − 。此即为问题四的解答。 

另外，从 f 随n的渐进性质来看，增加两个基地的 ( )* 5 2lnnR n= Ω 。 

和推论 4.3 一起我们得到紧的渐进表达式：
* 5( ln )

2nR n= Θ ，即渐近为 nR

的 5倍。 

将上面的结果加以推广，容易得到如下定理：  

图 5.1 *
nR 方案示意图 
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定理 4.4  对于有k 个待选址基地的模型 3，
* 2 1( ln )

2n
kR n+

= Θ 。 

 

 

二． 问题五的求解 

问题五如下：ABCD 为矩形，AB=4L，AD=2L，A，B，D 为三个基地，

主机从 A 起飞到 C 再返回 A，在模型 3.2 的条件下，最快到达并返回和最少辅

机架数两种情况下的作战方案。 

对于最快完成，肯定是从 A 沿直线飞行到 C 然后直线返航。下面求解最

佳的作战方案。我们利用前面得到的
1( ln )
2nR O n= 来估计作战方案。矩形的

中心点为 O，易知从 A 到 O 的航程的路线离 A 最近，所以由 A 派出加油机进

行续航的方案一定最佳，下面考虑从 O 到 C 的航线。因为在这段航线上的每一

点离 B 的距离都比离 D 的距离小。所以肯定不会从 D 派出加油机，所以只需要

考虑是从 A 派出加油机还是从 B 派出加油机即可。因为 ( )nRn O e= ，为指数

形式增长，所以一定要取距离最短的基地起飞加油机，所以我们得到如下的最

佳方案：从 A 派出加油机护送到 E 点，然后在 EC 上每隔
2
L
距离就有一架从 B

派出的加油机等候在航线上，让它正好与作战飞机相遇并且加油，这样正好可

以使作战飞机顺利飞到 C 点完成任务并且返航。下面来确定 E 点的位置。因为

从基地派出一组机群使得可以在距离 r 处可以有一个满载油的加油机和派出一

组机群可以使作战飞机飞到
2
Lr + 处等价。所以考虑到前面飞机数量与飞行距

离的指数增长关系，我们有如下方程：
2
LAO OE BE+ = + ，因为已知
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4AB L= ， 2BC L= ，所以可以利用余弦定理求出OE ，然后从 E 到 C 的路

线上每隔
2
L
距离就有一架从 B 飞出的满载油的加油机。这样的方案将是在满足

最 短 航 线 的 基 础 上 最 少 作 战 飞 机 的 选 择 。 最 终 求 得

80 5/ 4 5 0.323
251

OE L L− +
= ≈ 。 

 

下面来求解出动最少的辅机的作战方案。由于出动的飞机数量和作战距离

成指数关系，所以应该尽量减少作战距离，从而来达到减少作战飞机的目的。

而多个空军基地正好提供了减少作战距离的条件。由于在三角形 ABC 内的任何

一点到达 A 和 B 两者距离的较大值总是比2L大，所以最大的作战距离将大于

2L，所以我们的方案是作战飞机的沿着 AB 的直线飞行，到达 B 后沿着 BC 的

直线飞行抵达 C，返航的路线原路返回。下面具体给出需要多少架飞机的方案。 

首先从基地 A 出发动用 58 加油机续航作战飞机到达 AB 的中点 F，然后此

时 B 点已经出动的 58 架加油机将作战飞机接到 B 点，由于是多批次起飞的模

型所以这 58 架加油机继续将作战飞机护送到任务点 C，返航的过程同理可得，

所以最后 A，B 两个基地总共动用了 116 架加油机执行这次任务。 

具体如何用 58 架加油机护送作战飞机飞行2L的过程如图 5.3 所示：图中

每条边上的数字表示飞过此处的飞机数量（包括作战飞机），最上面一层的距离

E 

O 

B 

C D 

A 

图 5.2 问题 5 方案选择示意图 



  第 24 页 

为
1
2
，最下面一层的距离为

1
6
，当中每层的距离都为

1
3
。每一条斜率为正的斜

线上的数代表相应时刻远离出发点飞行的飞机数，斜率为负的斜线上的数代表

相应时刻向出发点飞行的飞机数，在每个交点处，刚返回到交点的飞机油已经

全部用完，由此交点出发向远离出发点方向飞行的飞机已经被其他飞机（刚刚

由原点到达次顶点的飞机）加满油。 由发点到达此顶点的飞机中以相应的一部

分数量（当距离是
1
3
时，数量与需要接的飞机个数相同）把所有回来的飞机接

到下一个更接近出发点的顶点，出发飞机中另一部分以一定的比例（当距离是
1
3

时，两架飞机可送出一架满油的飞机并返回）送出一些满油的飞机，其余返回

下一个更接近出发点的顶点。由于可以多次起飞，降落的飞机在下一个起飞时

刻可以起飞。通过对最下层各时刻需要起飞的飞机数和已降落的飞机数的计算，

求得每个顶点最少辅机数量为 58 架，一共需要 116 架辅机。 

 

图 5.3 问题五从单顶点出发的作战方案示意图 
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总结 

本文首先分析了飞机空中加油的实际问题并根据不同的简化程度建立了

三个逐渐复杂的模型。然后证明了当n →∞时主机作战半径渐近的等价性，并

给出了紧的上下界。在此基础上，对第三个模型进行细分。对于第一种类型，

在前面结论的前提下，给出了其渐进作战半径的紧的上下界；对于第二种类型，

求解了一个具体的实例，也就是问题 5，利用前面一些结论通过一些分析和计

算得到了比较好的作战方案。 
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